
Îò ðåäàêòîðà

Ýòîò íîìåð çàïîçäàë íà 2 ãîäà. Áóäåì íàäåÿòüñÿ, ÷òî ñëåäóþùèé íîìåð âûéäåò áûñòðåå.

Íåîáõîäèìî ðàçúÿñíèòü, ÷òî òàêîå ðåëÿöèîííàÿ ëîãèêà.

Ðåëÿöèîííàÿ ëîãèêà çàìåíÿåò ôóíêöèè è ïðåäèêàòû îòíîøåíèÿìè. Â ðåçóëüòàòå ðàçëè÷èÿ

ìåæäó ôóíêöèÿìè è ïðåäèêàòàìè èñ÷åçàþò. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäèêàòû ìîãóò áûòü òåðìàìè.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðåëÿöèîííàÿ ëîãèêà ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì êëàññè÷åñêîé, à êëàññè÷åñêàÿ

ëîãèêà âî âñåì åå ðàçíîîáðàçèè ñòàíîâèòñÿ ÷àñòüþ ðåëÿöèîííîé.

Íî êðîìå ïðîñòî ðåëÿöèîííîé ëîãèêè ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ ðåëÿöèîííàÿ ëîãèêà. Ýòà ëî-

ãèêà óñòðàíÿåò âñå íååñòåñòâåííîå â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ ýëåãàíòíà, íî íååñòåñòâåííà. Òî÷íåå, ýòî íå òåîðèÿ, à ìå-

òàòåîðèÿ, ò.ê. âñå ìàòåìàòè÷åñêèå òåîðèè ÿâëÿþòñÿ ñåìàíòè÷åñêèìè êîíñòðóêöèÿìè, à "òåî-

ðèÿ"ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ ñåìàíòè÷åñêîé êîíñòðóêöèåé. Òåì íå ìåíåå ìû áóäåì ñëåäîâàòü ñóùå-

ñòâóþùèì òðàäèöèÿì.

Íàèáîëåå åñòåñòâåííàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ ñëåäóþùàÿ. Âñå ìíîæåñòâà ïîëó÷àþòñÿ èç ìíîæåñòâà

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ìíîæåñòâà

âñåõ ïîäìíîæåñòâ. Ïîäìíîæåñòâà ýòèõ ìíîæåñòâ òîæå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè. Äðóãèõ ìíîæåñòâ

íå ñóùåñòâóåò. Â ÷àñòíîñòè, íàòóðàëüíûå ÷èñëà è ëþáûå êîðòåæè íå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè. Âñå

ýòè îáúåêòû ñóòü "ïóñòûå ìíîæåñòâà", ñëåäîâàòåëüíî, "ïóñòûå ìíîæåñòâà"íå åñòü ìíîæåñòâà.

Òåì íå ìåíåå, ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ñèìâîëîì "ïóñòîãî ìíîæåñòâà"?. Íàïðèìåð, R1\R2 = ? åñòü

êðàòêàÿ çàïèñü äëÿ 8R0 R1\R2 6= R0, ãäå R1; R2; R0 � ïåðåìåííûå, è çíà÷åíèÿìè ýòèõ ïåðåìåííûõ

ÿâëÿþòñÿ èìåíà ìíîæåñòâ.

Åñòåñòâåííàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ î÷åíü ìîùíàÿ, íå ñìîòðÿ íà ïðîñòîòó. Â ýòîé òåîðèè ñóùå-

ñòâóåò àðèôìåòè÷åñêèé óíèâåðñóì, îí íå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, íî ñîäåðæèò âñå ìíîæåñòâà â

êà÷åñòâå ñâîèõ ýëåìåíòîâ. Ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêèé óíèâåðñóì, êîòîðûé ñîäåðæèò âñå àðèô-

ìåòè÷åñêèå ïîäóíèâåðñóìû â êà÷åñòâå ñâîèõ ýëåìåíòîâ. Åñëè ýòî íåîáõîäèìî, òî ìîæíî ïîñòðîèòü

óíèâåðñóìû ëþáîé ìîùíîñòè.

Åñòåñòâåííàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ, âêëþ÷àÿ óíèâåðñóìû, íå ñîäåðæèò ïàðàäîêñîâ.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ ìîæåò ñîäåðæàòü ïàðàäîêñû. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóþò òàêèå

ïîäìíîæåñòâà N, ýëåìåíòû êîòîðûõ íå ìîãóò áûòü ïðîíóìåðîâàíû. Òàêîâû ïðîäóêòèâíûå è èì-

ìóííûå ìíîæåñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò ìîùíîñòè, ïðîìåæóòî÷íûå ìåæäó êîíå÷íûìè è

ñ÷åòíûìè. Íî îðäèíàëû äîêàçûâàþò, ÷òî òàêèå ìîùíîñòè íå ñóùåñòâóþò. Òîëüêî ïðèâëå÷åíèå

àêñèîìû âûáîðà ïîçâîëÿåò ðàçðåøèòü ýòîò ïàðàäîêñ.

Åñòåñòâåííàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû, ïðîòèâîðå÷àùèå êëàññè÷å-

ñêîé òåîðèè. Ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ ñ÷åòíûå îðäèíàëû.

Ñ÷åòíûé îðäèíàë åñòü ñåìåéñòâî ïîäîáíûõ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ ðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë. Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà N3 , ò.ê. ÷èñëèòåëü åñòü öåëîå ÷èñ-

ëî, ò.å. ýëåìåíò èç N2 , çíàìåíàòåëü åñòü ïîëîæèòåëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ò.å. ýëåìåíò èç N.

Âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë åñòü ýëåìåíò èç P(N3
). Ñëåäîâàòåëüíî,

ñ÷åòíûé îðäèíàë ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì èç P2
(N

3
). Ìíîæåñòâî âñåõ ñ÷åòíûõ îðäèíàëîâ åñòü ýëåìåíò

èç P3
(N

3
). Íî òåïåðü íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî ýòîò ýëåìåíò íåñ÷åòíûé. Áîëåå òîãî, â

îäíîé èç ñëåäóþùèõ ñòàòåé áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî óêàçàííûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì. Íî ýòî íå

îçíà÷àåò, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ ïðîòèâîðå÷èâà. Ýòî îçíà÷àåò òîëüêî, ÷òî êëàññè÷å-

ñêàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ åñòü ôèêöèÿ, òàê êàê ýòà òåîðèÿ íå ñîîòâåòñòâóåò íàøèì ïðåäñòàâëåíèÿì

î ìíîæåñòâàõ.

Åùå îäíà ýëåãàíòíàÿ, íî íååñòåñòâåííàÿ òåîðèÿ åñòü íåñòàíäàðòíûé àíàëèç. Áîëåå åñòåñòâåí-

íàÿ òåîðèÿ íåñòàíäàðòíîãî àíàëèçà îñíîâàíà íà ìîäåëè Êàíòîðà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòàòüÿ îò-

êðûâàåò äàííûé íîìåð æóðíàëà.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñóùåñòâóåò â åñòåññòâåííîé òåîðèè ìíî-

æåñòâ, íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî ÷èñëî îïåðàöèé ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íî. Ïðîñòî ïðÿìûå ïðî-

èçâåäåíèÿ çàìåíÿþòñÿ áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, è êàæäàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé â Ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êàæäîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî â

ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü ýëåìåíò èç P(N3
). Êàæäûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèíàäëå-

æèò ìíîæåñòâó P(N3
)�N. Òàêèì îáðàçîì, âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åñòü ýëåìåíò èç P(P(N3

)�N),

à Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî åñòü ýëåìåíò èç P2
(P(N3

)� N).


